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ABSTRAK 
Persamaan pembezaan biasa, walaupun kelihatannya mudah dan senang difahami, sering memainkan 
peranan penting dalam pemodelan suatu fenomena kompleks. Dalam makalah ini, kami mengulas 
beberapa model matematik yang mengkaji penyebaran penyakit disebabkan oleh Hantavirus dalam 
suatu populasi tikus. Model-model matematik ini merupakan masalah nilai awal yang melibatkan 
beberapa persamaan pembezaan biasa. Kami akan menunjukkan bagaimana model-model yang 
melibatkan persamaan pembezaan biasa boleh menjadi suatu alat yang hebat bagi membantu 
memahami suatu fenomena kompleks dengan lebih mendalam. 
 
Keywords: Hantavirus, Masalah nilai awal, Pemodelan matematik, Persamaan pembezaan biasa  

 
 

PENGENALAN 
 
Pemodelan matematik merupakan suatu alternatif penting memandangkan terdapat kesukaran 
dan kelemahan pemodelan fizikal sama ada di lapangan ataupun di makmal. Bidang fizik, 
kejuruteraan, kimia, biologi dan psikologi, antara lain, akan memerlukan pembinaan model 
matematik bagi mewakili masalah tertentu. Persamaan pembezaan biasa (PPB) digunakan 
sebagai asas bagi pemodelan matematik. Suatu PPB ditakrifkan sebagai persamaan pembezaan 
yang mengandungi pemboleh ubah tak bersandar yang biasanya melibatkan pemboleh ubah masa 
atau boleh juga melibatkan pemboleh ubah ruang. PPB melibatkan kadar perubahan pemboleh 
ubah bersandar terhadap satu pemboleh ubah tak bersandar sahaja. Sebagai contoh, 
sekiranya y ialah pemboleh ubah bersandar dan t ialah pemboleh ubah tak bersandar, maka, 
persamaan pembezaannya boleh ditulis sebagai ( , ).dy dt f t y  Kemudian, PPB tersebut 
diselesaikan untuk menganalisis hubungan antara kuantiti yang dikaji. 
 

Adakalanya persamaan pembezaan yang digunakan bagi mewakili suatu masalah fizikal 
sukar atau mustahil untuk diselesaikan secara analitikal (persamaan pembezaan tidak 
mempunyai penyelesaian bentuk tertutup). Maka, penyelesaian itu boleh dianggarkan dengan 
menggunakan kaedah berangka. Kaedah berangka ialah kaedah penyelesaian masalah matematik 
yang dirumus semula bagi membolehkan penggunaan operasi aritmetik untuk menyelesaikan 
masalah tersebut. Ia mampu mengendalikan model yang terdiri daripada persamaan perbezaan 
tak linear dan model yang mempunyai geometri yang rumit terutamanya dalam bidang 
kejuruteraan. Oleh itu, kaedah ini dapat meningkatkan keupayaan menyelesaikan masalah rumit. 
Di samping itu, dengan bantuan komputer dan perisian matematik yang canggih, pelbagai kajian 
dan manipulasi ke atas model matematik dapat dilakukan dengan mudah serta data dapat 
dianalisis dengan tepat dan cepat. 

 
Fokus makalah ini ialah untuk menyorot dan menerangkan proses pembinaan model 

matematik yang dibangunkan oleh Abramson dan Kenkre (2002) berkaitan penyebaran jangkitan 
Hantavirus dan kemudiannya mempertimbangkan kajian kesan penuaian populasi dan kesan 
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biodiversiti oleh beberapa penyelidik terhadap model asas tersebut. Penyelesaian setiap model 
dan kaitannya dengan masalah fizikal turut dikaji. 

MASALAH NILAI AWAL DAN PENYELESAIAN BERANGKA 
 
Suatu penyelesaian bagi PPB mesti memenuhi persamaan tersebut dan masalah nilai awal yang 
telah ditetapkan. Masalah nilai awal bagi persamaan pembezaan peringkat pertama boleh ditulis 
sebagai 

' ( , )
dy

y f t y
dt

  ,  ( )y a   

dengan t ialah pemboleh ubah tak bersandar, ( , )f t y ialah suatu fungsi dalam t dan y, dan
( )y a  (y  apabila )t a disebut sebagai syarat awal. 

 
Terdapat pelbagai kaedah berangka bagi menyelesaikan masalah nilai awal. Ia boleh 

dibahagikan kepada dua kaedah utama iaitu kaedah satu langkah (seperti kaedah Euler dan 
kaedah Runge-Kutta) dan kaedah berbilang langkah (seperti kaedah Adams-Moulton dan kaedah 
Euler-Romberg). Kaedah satu langkah mudah digunakan dan ia menganggar penyelesaian 
dengan suatu siri segmen garis lurus pendek. Namun, penyelesaian yang diperolehi kadang kala 
tidak jitu sekiranya saiz langkah yang digunakan agak besar atau kecerunan suatu fungsi berubah 
dengan cepat. Kaedah berbilang langkah pula lebih rumit dan penyelesaian yang terhasil 
kebiasaannya lebih tepat disebabkan sifat lelaran dan pengiraannya yang lebih cekap.  
 

Suatu penyelesaian berangka bagi PPB dikatakan stabil jika penyelesaian yang disebabkan 
oleh perubahan nilai awal kekal hampir dengan penyelesaian asal, dan stabil secara asimptot jika 
penyelesaian yang disebabkan oleh perubahan tertumpu kepada penyelesaian asal. Sekiranya 
penyelesaian yang disebabkan oleh perubahan nilai awal menyimpang jauh daripada 
penyelesaian asal, maka penyelesaian berangka tersebut dianggap tidak stabil. 

 
 

HANTAVIRUS 
 
Hantavirus ialah sejenis virus yang disebarkan oleh spesies tikus yang boleh menyebabkan 
kematian kepada manusia. Virus ini dipindahkan daripada tikus kepada manusia melalui air 
kencing, najis dan air liur tikus yang tercemar dengan virus ini dan ia  boleh menyebabkan 
penyakit Sindrom Demam Renal Berdarah (SDRB) atau Sindrom Pulmonari Hantavirus (SPH). 
SDRB juga dikenali sebagai demam berdarah Korea, demam berdarah dan wabak nephropathia 
epidemica. Hantavirus yang menyebabkan SDRB termasuklah virus Hantaan, virus Puumula, 
virus Dobrava dan virus Seoul. Manakala, SPH merupakan penyakit yang disebabkan oleh virus 
Sin Nombre, virus Black Creek Canal, virus Muleshoe dan virus Bayou (Rovid-Spickler et al., 
2010).  
 

Berdasarkan data pada tahun 2000, kadar kematian pesakit SDRB adalah sekitar 0.1-3% 
disebabkan oleh jangkitan virus Puumala, sekitar 5-15% disebabkan oleh jangkitan virus 
Hantaan dan Dobrava, dan sekitar 1% disebabkan oleh jangkitan virus Seoul (Faulde et al., 
2000). Manakala, kadar kematian pesakit SPH disebabkan oleh jangkitan virus Sin Nombre dan 
virus New York dianggarkan sekitar 40-50% (Christie dan Guadagno, 2003). Pada tahun 2014, 
salah satu penyakit utama yang muncul dan menyebabkan kadar kematian yang tinggi di Brazil 
ialah Sindrom Kardiopulmonari Hantavirus (turut dikenali sebagai SPH) (Oliveiraa et al., 2014). 
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Terdapat tiga simptom biasa bagi penyakit SDRB seperti demam, kerosakan buah pinggang 
dan kiraan platlet yang rendah. Platlet ialah sel-sel darah yang menggalakkan pembekuan darah 
(Yusof, 2008). SPH pula terbentuk dalam empat fasa. Fasa pertama ialah tempoh pengeraman 
dan biasanya pesakit tidak menunjukkan sebarang simptom. Fasa kedua ialah fasa amaran yang 
mana pesakit mulai demam, mengalami sakit otot, sakit belakang dan kekejangan perut. Fasa 
ketiga merupakan fasa kaldiopulmonari. Pesakit boleh mengalami penurunan tekanan darah, 
kejutan dan kebocoran saluran darah pada paru-paru. Hal ini boleh menyebabkan pengumpulan 
cecair pada paru-paru dan mengakibatkan pesakit sukar bernafas. Pesakit berada dalam fasa ini 
selama 1-2 hari dan adakalanya berlarutan sehingga 10 hari. Fasa terakhir ialah fasa pemulihan 
iaitu sekiranya pesakit terselamat daripada komplikasi pernafasan, pesakit boleh pulih dalam 
masa 1-2 hari. Walau bagaimanapun, hati dan paru-paru mereka yang dijangkiti virus ini tidak 
dapat berfungsi secara normal selama hampir enam bulan (Hantavirus infections, 2006). 
 

Hantavirus tidak boleh bertahan lama di luar perumah. Kebiasaannya, ia cuma boleh 
bertahan lebih kurang tujuh hari di kawasan yang terlindung kepada matahari dan hanya 
beberapa jam di kawasan yang terdedah kepada matahari. Di samping itu, virus ini juga boleh 
dibunuh dengan pembasmi kuman biasa (Mills et al., 2002).  

 
 

PEMODELAN MATEMATIK BAGI JANGKITAN HANTAVIRUS 
 

Suatu model matematik bagi jangkitan Hantavirus telah dibangunkan oleh Abramson dan Kenkre 
(2002) (disebut sebagai model asas AK) bagi meramal penyebaran virus tersebut dalam suatu 
populasi tikus. Pembinaan model asas AK telah mengambil kira perubahan populasi tikus 
disebabkan kematian dan kelahiran, penyebaran jangkitan melalui interaksi antara tikus-tikus, 
kesan alam persekitaran (sumber air, makanan, dan tempat tinggal) untuk kestabilan populasi 
serta pergerakan populasi tikus daripada suatu tempat ke tempat yang lain. Kemudian, Abramson 
et al. (2003) telah mengaplikasikan model asas AK untuk menganalisis dinamik gelombang 
menjalar bagi jangkitan Hantavirus yang mungkin tersebar ke kawasan yang sebelum ini tidak 
dijangkiti akibat pergerakan populasi tikus. Peixotu dan Abramson (2006) meneruskan kajian ini 
dengan mengambil kira kesan biodiversiti ke atas penyebaran jangkitan Hantavirus. Manakala 
Kenkre et al. (2007) menggabungkan tikus dewasa dan tikus remaja serta kesan pergerakannya 
ke dalam model asas AK. Harus diambil maklum bahawa ciri-ciri kualitatif model asas AK 
menepati pemerhatian lapangan. 
 

Yusof et al. (2010) mengembangkan penggunaan model asas AK dengan melibatkan 
beberapa strategi penuaian (penuaian tetap, penuaian bermusim dan penuaian berkadar) dan 
mengkaji kesan-kesannya ke atas penyebaran jangkitan Hantavirus. Selain itu, pemangsa boleh 
digunakan untuk mengawal dan mengurangkan populasi spesies mangsa. Yusof et al. (2014) 
telah mengubahsuai model biodiversiti Peixoto and Abramson (2006) dengan menggabungkan 
model Rafikov et al. (2008) bagi memasukkan kesan pemangsa. Apabila berlaku persaingan 
antara populasi tikus dan pemangsa, ia dapat mengurangkan populasi tikus dan seterusnya 
mengurangkan jangkitan Hantavirus. Model-model yang telah diubahsuai ini telah diselesaikan 
secara berangka. Selain itu, model asas AK juga turut disimulasikan dengan menggunakan 
kaedah lelaran variasi (Goh et al., 2009) dan model automata selular (Abdul Karim et al., 2009). 
  

Model asas AK berjaya menjelaskan beberapa pemerhatian di lapangan sebagai peralihan 
fasa kawalan persekitaran, sekali gus menyediakan sokongan analitis kepada hipotesis biologi 
(Abramson, 2007). Model asas AK tanpa mengambil kira pergerakan spesies tikus dari satu 
tempat ke tempat lain diberi oleh (Abramson dan Kenkre, 2002) 
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( )

s s
s s i

i i
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dr r r
br cr ar r

dt k t

dr rr
cr ar r

dt k t

    

   
                                                              

(1) 

 
dengan sr ialah populasi tikus yang mudah dijangkiti, ir  ialah populasi tikus yang telah dijangkiti 
dan ( ) ( ) ( )s ir t r t r t   ialah jumlah populasi tikus. Pemboleh ubah br mewakili kelahiran tikus. 
Semua tikus yang dilahirkan mudah dijangkiti dan berkadar terus dengan jumlah populasi tikus 
dengan andaian bahawa kesemua tikus (sama ada mudah dijangkiti atau telah dijangkiti) 
menyumbangkan kesamarataan untuk pembiakan. Pemboleh ubah c mewakili kadar kematian 
semula jadi dengan jangkitan yang berlaku pada tikus tidak menyebabkan kematian. Pemboleh 
ubah /sr r k atau /ir r k pula mewakili proses menghadkan perkembangan populasi tikus yang 
disebabkan oleh persaingan dalam mendapatkan sumber keperluan. Nilai k dikenali sebagai 
parameter persekitaran (mewakili kuantiti sumber air, makanan, tempat tinggal dan sumber-
sumber lain). Nilai k yang tinggi menunjukkan keadaan persekitaran yang baik bagi 
membolehkan populasi tikus berkembang. Pembolehubah s iar r  pula mewakili bilangan tikus 
yang mudah dijangkiti mendapat jangkitan disebabkan interaksi dengan tikus yang telah 
dijangkiti (misalnya, daripada gigitan tikus yang dijangkiti semasa pergaduhan) pada kadar a. 
 

Menurut model asas AK, terdapat nilai kritikal bagi parameter persekitaran iaitu 
/ ( ( )).ck b a b c   Sekiranya ,ck k ini bermaksud tiada jangkitan berlaku ( ir  cenderung kepada 

sifar), dan sekiranya ,ck k  jangkitan dapat tersebar disebabkan sumber keperluan meningkat.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rajah 1: Pencabangan dalam model AK dengan 0.1,  1,  0.5 dan 20ca b c k     

 
Rajah 1 menerangkan tingkah laku dinamik model asas AK untuk melihat perubahan ketara 

dalam set titik tetap atau titik berkala. Terdapat pembentukan cabang transkritikal di 
persimpangan antara dua cabang kawasan yang stabil iaitu pada 20.ck   Keseimbangan stabil 
daripada populasi tikus yang telah dijangkiti, ir  adalah sifar dan jangkitan tidak wujud apabila

.ck k Apabila ,ck k peningkatan sumber keperluan memberi kesan kepada peningkatan 

populasi tikus yang telah dijangkiti, ir  yang menyebabkan jangkitan Hantavirus merebak dengan 
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cepat. Manakala, populasi tikus yang mudah dijangkiti, sr meningkat secara perlahan-lahan dan 
akhirnya stabil.  

  
Untuk menghalang jangkitan Hantavirus terus merebak, kaedah penuaian populasi dan 

biodiversiti (mewujudkan pemangsa) diambil kira bagi mengawal dan mengurangkan jangkitan 
Hantavirus. Menurut Yusof et al. (2010), model asas AK boleh dikembangkan dengan 
menggabungkan proses penuaian populasi. Terdapat tiga model penuaian iaitu model penuaian 
berterusan, model penuaian bermusim (berkala) dan model penuaian berkadar. Dalam kajian 
beliau, didapati model penuaian berkadar paling berpotensi dalam mengurangkan saiz populasi 
tikus dan seterusnya mengurangkan penularan Hantavirus dalam populasi tikus. Sistem 
persamaan pembezaan bagi model penuaian berkadar adalah seperti berikut (Yusof et al., 2010): 

 

,

,    

s s
s s i s

i i
i s i i

dr r r
br cr ar r Er

dt k
dr r r

cr ar r Er
dt k

     

    


                                            (2) 

 
dengan E merupakan sebahagian kecil populasi dikeluarkan bagi setiap tempoh masa.  
 

Di samping itu, Yusof et al. (2014), menggabungkan model biodiversiti Peixoto and 
Abramson (2006) dan model Rafikov et al. (2008) dengan memasukkan kesan pemangsa. Model 
tersebut dikenali sebagai model satu tikus, satu pemangsa dan diberi oleh (Yusof et al., 2014) 
 

( ) ,

( ) ,

( ) ,

s s
s s i

i i
i s i

dr r
br cr r qz ar r

dt k
dr r

cr r qz ar r
dt k
dz

z rz
dt

  

     

     

                                               

(3) 

 
dengan z ialah populasi pemangsa. Bagi populasi tikus, q ialah pengaruh populasi pemangsa ke 
atas populasi tikus. Bagi populasi pemangsa, ( )  merupakan kadar kematian pemangsa 
(dengan andaian bahawa kadar ini sentiasa positif jika )  dan  ialah kadar pertambahan 
populasi pemangsa disebabkan serangan yang berjaya ke atas populasi tikus. 

 
 

EKSPERIMEN BERANGKA DAN PERBINCANGAN 
 

Sistem persamaan (1)-(3) diselesaikan secara berangka menggunakan fungsi MATLAB iaitu 
ode45. Fungsi ode45 pada asalnya dibangunkan menggunakan algoritma Runge-Kutta-Fehlberg 
(RKF45). Algoritma RKF45 menggunakan kaedah Runge-Kutta tertib keempat dan kelima. Ia 
mampu menentukan saiz langkah yang sesuai digunakan (Mathews dan Fink, 2004). Pada setiap 
langkah, dua anggaran yang berbeza bagi penyelesaian yang terhasil dibandingkan. Sekiranya 
kedua-dua penyelesaian hampir sama maka anggaran tersebut diterima. Saiz langkah akan 
dikurangkan jika kedua-dua penyelesaian tidak bersetuju dengan ketepatan yang ditentukan, dan 
saiz langkah akan ditambah jika penyelesaian diterima mempunyai angka bererti yang lebih 
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daripada yang diperlukan. Namun, pada akhir 1990-an, fungsi ode45 yang lebih efektif 
dibangunkan berasaskan algoritma Dormand-Prince. Ia menggunakan strategi First Same As Last 
(FSAL) iaitu strategi yang melibatkan nilai fungsi akhir bagi setiap langkah terakhir diulang 
semula sebagai langkah pertama untuk langkah berikutnya (Moler, 2014).  

 
Parameter-parameter yang digunakan oleh Abramson dan Kenkre (2002) dalam eksperimen 

mereka akan digunakan bagi menyelesaikan sistem persamaan (1)-(3) iaitu 0.1,  1,  0.5a b c  
(maka nilai kritikal ck = 20), 150k  dengan 100sr   dan 100ir   pada permulaan (t = 0) untuk 
kesemua model. Keputusan simulasi menunjukkan kedua-dua populasi tikus dalam tempoh 20 
tahun bagi model (1) dan (2) serta tambahan populasi pemangsa bagi model (3). 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rajah 2: Bilangan tikus sr dan ir  bagi model asas AK (1) 
 

Rajah 2 menunjukkan populasi tikus yang mudah dijangkiti ( )sr dan tikus yang telah 

dijangkiti ( )ir dalam tempoh 20 tahun menurut model asas AK (1). Disebabkan ck k , maka 
terdapat banyak sumber makanan yang akan menyebabkan populasi tikus yang telah dijangkiti 
meningkat secara mendadak pada permulaannya dan seterusnya mencapai nilai maksimum. 
Jangkitan yang telah tersebar mengurangkan populasi tikus yang mudah dijangkiti dan akhirnya 
populasi sr menghampiri nilai stabil (10). Oleh sebab itu, bilangan ir  mula menurun dan akhirnya 
stabil pada nilai 65. Kedua-dua populasi tikus mencapai kestabilan dengan nilai stabil populasi 
tikus yang dijangkiti lebih tinggi berbanding populasi tikus yang mudah dijangkiti. Rajah 2 
menunjukkan bahawa apabila 150( ),ck k  titik keseimbangan (10, 65) adalah stabil.  
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Rajah 3: Bilangan sr  dan ir  bagi model penuaian berkadar (2) dengan E = 0.3 
  

Seterusnya, model penuaian berkadar (2) diselesaikan dengan E = 0.3, dan keputusannya 
ditunjukkan dalam Rajah 3. Sumber yang banyak di peringkat awal menyebabkan bilangan ir  
meningkat secara mendadak dan mencapai nilai maksimum tertentu sebelum menurun dan stabil 
pada nilai 21. Jangkitan tersebar dengan cepat dan ini mengurangkan bilangan sr secara drastik 
dan akhirnya populasi menghampiri nilai stabil yang sama seperti model asas AK. Seperti yang 
diramalkan oleh model (2), didapati bahawa nilai stabil bagi ir  lebih rendah berbanding nilai 
stabil ir  bagi model asas AK (1). Hal ini menunjukkan jangkitan Hantavirus dapat dikurangkan 
dengan kaedah penuaian populasi. Rajah 3 menunjukkan bahawa apabila ,ck k titik 
keseimbangan (10, 21) adalah stabil. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rajah 4: Bilangan sr , ir  dan z bagi model satu tikus, satu pemangsa (3) dengan  
100z  pada permulaan,  0.2,  0.05,  1 dan  0.5q       

 
Untuk model satu tikus, satu pemangsa (3), Rajah 4 menunjukkan sumber makanan yang 

banyak (tikus) pada peringkat awal akan menyebabkan populasi pemangsa z meningkat secara 
mendadak dan mencapai nilai maksimum sebelum berkurang secara drastik dan akhirnya 
mengalami kepupusan. Pertambahan populasi pemangsa yang pesat akan mengurangkan kedua-
dua populasi tikus. Walau bagaimanapun, pada suatu jangka masa yang panjang, populasi 
pemangsa juga akan turut berkurangan disebabkan tiada lagi sumber makanan apabila kedua-dua 
populasi tikus pupus. Menurut Rajah 4, keseimbangan positif (0,0,0) bagi model (3) dilihat 
sebagai stabil secara asimptot dan sejagat. Dalam jangka masa 20 tahun, kesemua populasi tikus 
dan populasi pemangsa pupus pada akhirnya dan model menumpu kepada keseimbangan remeh 
(0,0,0). Simulasi berangka dalam Rajah 4 jelas menunjukkan bahawa penyebaran jangkitan 
Hantavirus dapat dihapuskan dalam suatu ekosistem dengan kehadiran populasi pemangsa. 
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KESIMPULAN 

 
Model matematik dibangunkan bagi membolehkan kita memahami dan membuat ramalan suatu 
fenomena/masalah fizikal. Kerap kali ia terdiri daripada satu atau beberapa persamaan 
pembezaan. Persamaan pembezaan biasa merupakan suatu konsep yang, secara relatif, agak 
mudah dan dipelajari pelajar prasiswazah. Walau agak ‘mudah’, ia amat berguna sebagai asas 
untuk suatu model matematik. Sebelum menerbitkan suatu sistem persamaan pembezaan yang 
mengawal sesuatu fenomena, kefahaman yang mendalam terhadap fenomena itu amatlah 
diperlukan. Hal ini supaya perkara-perkara yang mempengaruhi tabiat/perilaku sesuatu 
fenomena dapat dikenal pasti dan diambil kira, dan sebarang andaian atau pemudahan yang 
dibuat tidak menjejaskan keupayaan model matematik membuat ramalan. Sistem persamaan 
pembezaan tersebut kemudiannya perlu diselesaikan secara analitik atau secara berangka supaya 
kuantiti yang dikira dapat ditafsirkan dan dihubungkaitkan dengan fenomena/masalah fizikal 
yang dikaji.  

 
Dalam kajian ini, dinamik jangkitan Hantavirus dalam suatu ekosistem dihuraikan 

berdasarkan penyelesaian berangka yang didapati. Kaedah penuaian populasi dan kaedah 
biodiversiti (dengan pemangsa) boleh digunakan bagi mengawal dan mengurangkan jangkitan 
Hantavirus walaupun populasi tikus memperolehi sumber yang mencukupi (air, makanan, tempat 
tinggal) untuk terus berkembang. Untuk penambahbaikan, model ini juga boleh mengambil kira 
pergerakan spesies tikus dari suatu tempat ke tempat yang lain. 
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